Correction du baccalauréat S Centres étrangers

14 juin 2010

Exercice 1 4 points
Commun a tous les candidats

Question 1

Dans I'espace muni d'un repére orthonormal (O; 7; J; 75), on considere les droites (21 et (2,) de représen-
tations paramétriques :

x = =142t x = 1-=-2t
@) vy = -3t (teR) et (D) y = 5—t (teR).
z = 1+¢ V4 = -2+t

Affirmation :
Les droites (2;) et (2,) sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs i et ii> sont orthogo-
naux :
2 -2
| -3 “ih| -1 =2x-2+(-3)x(-1)+1x1=0
1 1

Question 2

Dans'espace muni d'un repére orthonormal (O; 7; J; 75), on considere le point A de coordonnées (2; —1; 3)
et la droite (2) de représentation paramétrique :

X = 1+4¢
@)1 vy -2+2t (teR).
z 3-2t

Affirmation :
Le plan (2?) contenant le point A et orthogonal a la droite (2) a pour équation : 2x+ y—z = 0, car un vecteur
2 4
normal au planest zi| 1 /7| 2  quiestun vecteur directeur a la droite (2).
-1 -2
De plus, le point A(2 ; —1 ; 3) appartient au plan car ses coordonnées vérifient 'équation du plan (£2) :
2x2+(-1)-3=0.

Question 3

La durée de vie, exprimée en heures, d'un jeu électronique, est une variable aléatoire X qui suit la loi expo-
nentielle de parametre A = 0,0003.

¢
On rappelle que, pour tout t =0, pX< 1) = f Ae M dx.
0

Affirmation :
La probabilité p pour que la durée de vie de ce jeu soit strictement supérieure a 2000 heures est supérieure
ao,s.

2000 2000
p=1-pX<2000)=1- f 0,0003e 008 dx =1 - [-e *00BF TV = 1+ e70 ~ 10,5492 0,5
0

1



Question 4

A et B sont deux événements liés a une méme épreuve aléatoire qui vérifient :

p(A) = 0,4, pa(B) = 0,7 et pA—(E) =0,1.
Affirmation :

14
La probabilité de I'événement A sachant que I'évenement B est réalisé est égale a T En effet :
p(ANB) = pa(B) x p(A) =0,4x 0,7 = 0,28 et p(KnE) = p@A) x pA—(E) =0,6x0,1=0,06
Deplus:
p(KnE) = p(AuB) =1-p(AUB) = 1- p(A) - p(B) + p(ANB) <> p(B) = 1 - p(A) + p(ANB) — p(KmE) =0,82
Ainsi :
0,28 14
0,82 T4

pB(A) =

Exercice 2 5 points

Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Dans le plan complexe (22) muni d'un repére orthonormal direct (O; ii; U) d'unité graphique 4 cm, on consi-
dere le point A d’affixe a = —1 et l’application f, duplan (£?) dans lui-méme, qui au point M d’affixe z, distinct
de A, associe le point M’ = f(M) d’affixe z’ tel que :

iz
z+1°

1. Affixe des points M tels que M' =M :

Z=z—=z=

iz
1 <=>z(z+1)=iz<=>z2+z(1—i)<=>z(z—(—1+i))<=>z:00uz=—1+i
z

Les points d’affixes 0 et —1 +i vérifient M’ = M 2
2. Pour tout point M distinct de Aetde O, on a:

iz liz| lil.|z] OM

oM’ = = = =
lz+1] |z+1 AM

z+1

(TZ, OM’) Arg( iz ) Arg(iz) —Arg(z+1)  [27]
= Arg(i) + Arg(z) —Arg(z+1) [27]
—+ (Ti O—M) - (TZ m) = g + (TZ CK)/I) + (m 7[) [27]

:%.p(ﬁ/[, 0—1\’4)=g+(1\ﬂ, I\Td) [27]

1
3. (a) Soit Ble point d’affixe b = — P +1i. (Voir figure en fin d’exercice)

(b) Calcul de I'affixe b’ du point B’ image du point B par f :

1 1
I|-=+1i 1.5
Y 2 2 _—2-i_(-2-D0-2) -4 3
= = = = = — —1
1 1 1+2i 12 +22 5 5
——+i+1 —+1i
2 2

B’ appartient au cercle (€) de centre O et de rayon 1, car :

16+9
\/ —O0OM=1<—=Me¥

-4 3
—+—1




(c) SiM est sur la médiatrice (A),onaOM =AM <1 = 2—11:/[/[ = OM'’. Ainsi M’ est sur le cercle (¥€) de
centre O et de rayon 1.

(d) Soit C le point tel que le triangle AOC soit équilatéral direct.
Le point C’ est sur le cercle (¥¢).On a (TZ, O—)C’) =5+ ((:7\, C_O)) [27].

On trace le point C; vérifiant (TZ, (fl) ) = ((:7\, C_())) = g [27], a I'intersection du cercle (€) et du
cercle de centre I et de rayon 1. On trace la perpendiculaire a (OC;) en O. Elle coupe le cercle (¥) en
c.
4. Dans cette question, on se propose de déterminer, par deux méthodes différentes, 'ensemble (I') des
points M distincts de A et de O dont 'image M’ par f appartient a 'axe des abscisses.

(a) Onpose z=x+1iy avec x et y réels tels que (x, y) # (-1, 0) et (x, y) # (0, 0).

i(x+i —y+i —y+ix)(x+1-i —y+i(x® +y + 2yt
i(x+1iy) B y+ix _( y+ix)(x 1y)_ y+i(xc+y x);d’oillm(z’)— X“+y“+x

I
S (x+ D2+ y2

Cox+iy+1l (x+1)+iy (x+1)2+y2 o (x+1)24y2

M’ appartient a I'axe des abscisses si et seulement si sa partie imaginaire est nulle, donc si et seule-

ment si
{ 2 +y?+x=0 —
(x; ) #(-1;0)

1 1
Ainsi (I') est le cercle de centre (_E ; 0) et de rayon X privé du point A(—1; 0).

1) 1)
X+ +(y—0)2=(—)

2
(x; M#(=1;0)

(b) Géométriquement (k € Z) :

M e (xx') avecM#AetM #£0 (T[, OM’) — kit

Ainsi :
by —_— — —_— — e
2+ (MA, Mo) =0+ 2kn (MA, Mo) =~ +2kn
—s — T

ou — ou — (MA, MO) = ) +kt <= M € Cdiametre (0] —10; A}
E+(1\Z&,1\T()))=T[+2krr (I\TA,I\TO))=E+2kn
2 2

A
B (),
B/
C/
A |-1 ' 1.5 2




Exercice 2 5 points
Réservé aux candidats ayant suivi '’enseignement de spécialité
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O; #i; ¥) d'unité graphique 1 cm, on considere

les points A, B, C, M, N et P d’affixes respectives :

a=14+i, b=-1+42i,¢c=2+3i, m=7-5i, n=5-1i, p=9+i.

1. @

(b) On calcule les longueurs des cotés AB=| b—a|=|2+i|=v5;AC =|1+2i|=+5; BC=|3+i|= 10
donc AB = AC, le triangle ABC est isocele en A et BC2=10; BA2+AC2=5+5=10, donc
BC? = BA? + AC? le triangle ABC est isocele rectangle en A.
NP =| p—n|=|4+2i|=v20; NM =| 2 -4i |= v/20; MP =| 2 + 6i |= v/40 donc NP = NM, le triangle
NPM est isocele en N et MP? = 40; MN? + NP? = 20 + 20 = 40, donc MP? = MN? + NP? le triangle
MNP est isocele rectangle en N.

(c) Deux triangles isoceles rectangles ont leur cotés proportionnels (ici il faut multiplier par 2, pour
passer des dimensions de ABC aux dimensions de MNP), donc ces deux triangles sont semblables.
2. Soit s la similitude directe qui transforme le point A en N et le point B en P.
(a) On cherche aet b complexes, tels que la forme complexe de s soit z' = az+ b avec a # 0 et s est telle
que elle transforme le point A en N et le point B en P. Donc

azyz, + b =2zy N . .
S: ;donc ce systéme aux inconnues a, b admet une unique
azg + b =2zp

S al+i) + b =5-i
a(-1+2i) + b =9+i
S b =5-i—a(l+i)
| a(-1+42i) + 5-i—a(l+i) =9+i

La derniere ligne ne comporte que 'inconnue a, on larésout :

442 4+2i)(-2—i
a(—2+i)=4+21donca=Ll_doncazw
) —2+1i (=2+1)(-2-1)

a= g((—8+ 2)+i(-4-4))



6 8, . . . 6 8. . 6 8
a= —g—gl) ontrouveb;b=5—1—a(1+1)=5—1+(—g—g1)(1+1);doncb=(5+———)+

5 5

. ( 6 8) 23 9.

if-1+-+-]=—+-i.
5 5 5 5

Lécriture complexe de la similitude s est :

, ( 6 8,) 23 9,
zZ=|-——=i|z+ —+-i.
5 5 5 5
-6
’ 6 2 6 2 ’ ’ ? _3
(b) Le rapport, c'est | a |= “5 + “z] = 2. Langle c’est 6 = arg(a) avec cos(0) = > =5 et
-8
5 -4
sin(0) = % =5 c’est un angle du 4eme quadrant c’est 233 au degrés environ.

Le centre de la similitude s, c’est le point fixe W de s, on résout z’ = z.

5z=(—6-8i)z+23+9i
(11+8i)z=23+9i
23+9i

(11+8i)
(23+91)(11-8i)
=~
(11+8i)g11—81) ]
L 253472+ (99— 184

185
_ 325+(=-85)i

BREREBELR

185
65+ (-17)i
z=———
37

N
1l
N

A

(c) Calculons l'affixe de s(C) :
i ! 6 8 . . 23 9 .
cestz' =(--—-DR+3D)+—+-i
5 5 5 5

1
Z = S[(-12+24+23) +(-18-16+9)i]



Z = é[(SS) + (=25)il
Z =7-5i
donc s(C) = M.

3. Soit s’ 1a similitude dont I’écriture complexe est :

(@)

(b)

(©

(d)

Z =2iz+3-3i.

On calcule z’ avec z = (1 +1i)
Z/=2i(1-i+3-3i=5-i=n

On calcule 7z’ avec z = (-1 + 2i)

z' =2i(-1-2i+3-3i=7-5i=m
On calcule z’ avec z = (2 + 3i)
Z’=Zi(2—3i)+3—3i=9+i=p

Onrésout z' = z avec s'.

On a z =2iz+ 3 —3i donc en conjuguant :
z=-2iz+3+3i

donc en revenant a la premiére équation
z=2ix(-2iz+3+3i)+3-3i,

on a alors une équation du premier degré en z donc
z=4z+6i-6+3-3i

-3z=-3+3i

doncz=1-i

Comme la méthode a été compliquée , on vérifie :
2i(1-1)+3-3i=2i(1+1) +3-3i=
=2i-2+3-3i=1-i

Le point fixe de s’ est le point K d’affixe 1 —i

1
Soit i ’'homothétie de centre K et de rapport 3 et ] le point d’affixe 2.
Onpose: f = s'oh. Comme h(K) =K et s(K) =K, alors s'o h(K) =K. PourJ, par k] est transformé en

= 2+(1—i
J' point d’affixe zy et comme KJ' = EK] on peut dire que J’ est le milieu de [K]] donc % =2zp

1
donc zy = 5(3 —1).

Calculons ensuite 'affixe de s'(J') c’est

1
215 (3—1)+3-3i=1i(3+1i) + +3—-3i=2 on trouve bien que K et J sont invariants par f.
F est une composée de similitudes 'une directe, I'autre indirecte, donc f est une similitude indi-
recte, qui conserve deux points ,donc c’est la symétrie axiale par rapport a la droite portant ces
deux points donc par rapport a la droite (KJ).
On a établi que s’ o h = s donc s'ohoh™! = sgy) 0 h™! donc s’ est la composée d’'une homthétie et
d’une symétrie axiale car 1! est 'homothétie de centre K et de rapport 2.
s' = sy © hx2



Exercice 3 6 points

Commun a tous les candidats
On considere les deux courbes (%) et (462) d’équations respectives y = e* et y = —x*> — 1 dans un repére
orthogonal du plan.

1. Lecture graphique de I'abscisse du point de contact de cette tangente avec la courbe (%67) : a = 0,8 et
I'abscisse du point de contact de cette tangente avec la courbe (6>) : b= —1,2.

2. On désigne par a et b deux réels quelconques, par A le point d’abscisse a de la courbe (%)) et par B le
point d’abscisse b de la courbe (6>).

Onaalors: A(a;e?) et B(b;—b* - 1).

(a) Equation de la tangente () ala courbe (%) au point A :
y-e?=e%(x—a)=y=ex+e’(1-a)
(b) Equation de la tangente (93) ala courbe (%6,) au point B :
y—(=b*-1)=-2b(x-b) = y=(-2b)x+b* -1
(¢) (9A) = (IB). En identifiant terme a terme les deux équations, on obtient :

et=-2b

(%):(Q—B)@(S){ ea(l_a):bfl_l



(d) Montrer que le systeme (S) est équivalent au systeme (S') :

S) = b=-5 2 = b=-% G = —2b
e“(l—a):(—%) -1 4e%(1 - q) = (eY)? —4 €29+ 4ae?—4e?—4 = 0

3. (B) : e +4xe’—4e"-4=0.
On considere la fonction f définie sur IR par: f(x) = e?* + 4xe* — 4e* — 4.
(@) Sur]-oo; 0[, la fonction x — e2* est croissante et strictement positive, donc :
(e*<e”’=1<4=e*"-4<0) et (x€]-00; [ x<0 = x-1<-1<0=4e"(x—1) <0)
(b) Léquation (E) n’a pas de solution dans 'intervalle ] — oo ; 0[, car sur cet intervalle,

e2X +4xe*—4e*-4<0.

(c) Lafonction f est strictement croissante sur I'intervalle [0 ; +oo], car sa dérivée est positive :
p
f'(x) = 2e** + 4e” + 4xe* — 4e* = 2e?* + 4xe”™ > 0 (somme de nombres strictement positifs)

(d) Démontrer que I'équation (E) admet une solution unique dans l'intervalle [0 ; +oco[. En effet :

f0)=—7et xllrpmf(x) = xl_iglooezx 1+4e_)i - (;ix e = +oo car xl—i}}—looe_)i = xl_igloofw =0(n=1o0u?2)
La fonction f est continue et strictement croissante sur [0 ; +ool; elle réalise donc une bijection de
[0; 400 sur [-3; +o0.

Or 0 € [-3; +ool, donc 0 posséde un unique antécédent, noté a vérifiant f(a) = 0.

Encadrement d’amplitude 1072 de a (en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires) :

f(0,84) =—0,117 et f(0,85) =0,07—=0,84<a<0,85
4. On prend pour A le point d’abscisse a. Encadrement d’amplitude 10~ du réel b pour lequel les droites
(TA) et (Ip) sont confondues :
e* e’
0,84<a<0,85<231<e"® <e’<e®® <234 1,155< S SLl7e-12<b=-—<-11

Annexe 1 (Exercice 3, question 1)
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Exercice 4 5 points

Commun a tous les candidats
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +ool par :

5
f(X)—6—m.

Le but de cet exercice est d’étudier des suites (1) définies par un premier terme positif ou nul 1 et vérifiant
pour tout entier naturel 7 :

Uns+1 = f (un).
1. Etude de propriétés de la fonction f
(a) Sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; +oo[ :

f/( x) = W >0; lafonction f est donc strictement croissante sur [0 ; +oo[
X
(b) Résolution dans I'intervalle [0; +oo[ de I'équation f(x) = x :
5 6x+6-5 5 5
fH)=x=6b-——=Xc= —— =x=6b6x+1=x"+x = x*-5x-1=0
x+1 x+1

a=3Y2 ~ 5193 € (0; +ool

B=2=Y2 = 0,193 ¢ [0; +ool

A=(-52—-4x1x(-1)=29; donc {

(c) Lafonction f étant croissante sur [0 ; +ool :
0sxsa=0<1l=f0sfX)<a=f(n)
De méme :
xza= fx)za=f(a)
2. Ftude de la suite (u,,) pour ug = 0.

Dans cette question, on considére la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel 7 :

5

u =f(up)=6- .
n+1 f( n) un+1

(a) Voir annexe 2.
Conjectures peut-on émettre quant au sens de variations et a la convergence de la suite () : la
suite (u,) est croissante et converge vers a.
(b) Pour tout entier naturel n, 0< u;, < up;1 <«
récurrence: Vn, ne N, 0< u, S upp sa:
e up=0etu;=1=0<uyy=0<u;=1<a=5,193
¢ Supposons que pour un zn donné, on ait : 0 < u, < U4 < o. La fonction f étant croissante sur
[0;a] :

Osup<supisa=0<1=f(0)<up = fun) < upr2 = fUup1) <a= f(a)

e Ainsi, Vn, ne N, 0< u,; < ups1 <Q.
(c) Lasuite (u,) étant croissante et majorée par a, elle est convergente vers £.
La fonction f étant continue sur [0; a], ¢ vérifie :

nliIPoo”” ={= nliIPoof(””) =upn=f0)= fO)=¢
Nous savons que seul a vérifie f(x) = x sur [0; +ool. Ainsi :

lim u,=«a
n—+oo

3. Etude des suites (u,,) selon les valeurs du réel positif ou nul u
* Siup € [0; af, la suite (1) ,eN €st croissante et converge vers a.
* Siup = a, la suite est constante et égale a a.
* Siup €]a; +ool, la suite est décroissante et converge vers a.
Les démonstrations se font de la méme maniére que pour uy = 0.



FEUILLE ANNEXE (arendre avec la copie)

Annexe 2 (Exercice 4, question 2. a.)
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